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Plan du chapitre: E
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Etiquette, racine, noeud, branche, feuille

Hauteur, profondeur ou niveau d'un noeud

Chemin d'un noeud, noeuds freres, parents, enfants, ancétres
Degré d'un noeud

Hauteur ou profondeur d'un arbre

Degré dun arbre

Taille d'un arbre

1.2 Exemples et implémentation d'arbre
Arbre de dérivation
Arbre abstrait
Arbre lexicographique
Arbre d'héritage
Arbre de recherche

2. Arbresbinaires

2.1 TAD darbre binaire
2.2 Exemples et implémentation d'arbre
tableau statique
variable dynamique
classe
2.3 Arbres binaires de recherche
2.4 Arbres binaires partiellement ordonnés (tas)
2.5 Parcours en largeur et profondeur d'un arbre binaire
Parcours d'un arbre
Parcours en largeur
Parcours préfixé
Parcours postfixé
Parcours infixé
[lustration d'un parcours en profondeur complet
Exercice
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1. Notions générales sur lesstructuresd'arbres

Lastructure d'arbre est trés utilisée en informatique. Sur le fond on peut considérer un arbre
comme une généralisation d'une liste car les listes peuvent étre représentées par des arbres. La
complexité des algorithmes d'insertion de suppression ou de recherche est généralement plus
faible que dans le cas des listes ( cas particulier des arbres équilibrés). Les mathématiciens
voient les arbres eux-méme comme des cas particuliers de graphes non orientés connexes et
acycliques, donc contenant des sommets et desarcs::

| ﬁ\/ﬁ&\\ RPN

/ * . . .
e . VN

fig-1 fig-2 fig-3

Ci dessus 3 représentations graphiques de la méme structure d'arbre : dans la figure fig-1 tous
les sommets ont une disposition équivalente, dans lafigure fig-2 et dans la figure fig-3 le
sommet "cerclé€" se distingue des autres.

Lorsgu'un sommet est distingué par rapport aux autres, on le dénomme racine et la méme
structure d'arbre sappelle une arbor escence, par abus de langage dans tout le reste du
document nous utliserons le vocable arbre pour une arbor escence.

Enfin certains arbres particuliers nommeés arbres binaires sont les plus utilisés en informatique

et les plus simples a étudier. En outreil est toujours possible de "binariser” un arbre non
binaire, ce qui nous permettra dans ce chapitre de n'étudier que les structures d'arbres binaires.

1.1 Vocabulaire employé sur lesarbres

Un arbre dont tous les noeuds sont nommés est dit étiqueté. L'éiquette

”D Eti it (ou nom du sommet) représente la"valeur" du noeud ou bien
B I'information associée au noeud.

Ci-dessous un arbre étiqueté dans lesentiersentre 1 et 10 :

Ci-dessous un arbre étiqueté dans les entiersentre 1 et 10 :

1
AR
6/ \7 o]
/N
9 10

5
|
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Nous rappellons laterminologie de base sur les arbres:

/rac:ine
Racine, noeud, . prane hem.gud
branche, feuille /

’ /\ |%
feullle; / \

. Nous conviendrons de définir lahauteur (ou profondeur
Hauteur d'un ou niveau d'un noeud ) d'un noeud X comme égale au
noeud nombre de noeuds a partir de la racine pour aler
jusqu'au noeud X.

En reprenant 'arbre précédant et en notant h lafonction hauteur d'un noeud :

? niveau O
2 3'5 4 5  niveau |
6 7 é hiveau 2
o niveau 3

Pour atteindre le noeud éiqueté 9, il faut parcourir lelien 1--5, puis 5--8, puis enfin 8--9 soient 4 noeuds donc 9

est de profondeur ou de hauteur égale a4, soit h(9) = 4.
Pour atteindre le noeud éiqueté 7 , il faut parcourir le lien 1--4, et enfin 4--7, donc 7 est de profondeur ou de

hauteur égale a 3, soit h(7) = 3.

Par définition la hauteur delaracine est égal a 1.
h(racine) =1 (pour tout arbre non vide)

(Certains auteurs adoptent une autre convention pour calculer la hauteur d'un noeud: la racine a pour hauteur
0 et donc n'est pa comptée dans e nombre de noeuds, ce qui donne une hauteur inférieure d'une unité a notre

définition).

hemin d' d On appelle chemin du noeud X la suite des noeuds par
|:| D Chemin d'un noeu lesquelsil faut passer pour aler delaracine vers le
noeud X.
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niveau O

niveau 1

7
|
6 7 8 niveau 2

9 10 niveau 3

Chemin du noeud 10 = (1,5,8,10)
Chemin du noeud 9 = (1,5,8,9)
E:.H.emin du noeud 7 = (1,4,7)
Chemin du noeud 5 = (1,5)
Chemin du noeud 1 = (1)

Remarquons que la hauteur h d'un noeud X est égale au nombre de noeuds dans le chemin :

h( X ) = NbrNoeud( Chemin( X ) ).

Le vocabulaire de lien entre noeuds de niveau différents et reliés entres eux est emprunté ala
généalogie:
5 5

HD Parents, enfants }3;5 &33
7 N

9-est I'enfant de 8 10 et I'enfant de 8
8estleparentde9 10edt leparent de8

5
|

HD Noeuds fréres, &
ancétr es 5 5

hoeuds fréres

q 9et 10 sont desfréres
q bestleparent de8et|'ancétrede 9 et 10.

On parle aussi d'ascendant, de descendant ou de fils pour évoquer desrelations entres les
noeuds d'un méme arbre reliés entre eux.
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Nous pouvons définir récursivement la hauteur h d'un noeud X & partir de celle de son parent :

Hauteur d'un h (racine) = 1,
noeud (récursif) h(X):1+h(parent(X))

Reprenons |'arbre précédent en exemple :

i] niveau O
2 E|5 4 ? niveau 1
6 7 é hiveau 2
o niveau 3

Calculons récursivement la hauteur du noeud 9, notée h(9) :
h(9) = 1+h(8)

h(8) = 1+h(5)

h(5) = 1+h(1)

h(1) = 1 =h(5)=2 = h(8)=3 = h(9)=4

|:| D Degré d'un noeud Par définition le degré d'un noeud est égal au nombre de
ses descendants (enfants).

Soient les deux exempl es ci-dessous extraits de l'arbre précédent :
| i
m
1) \3 1)
Vel Ny
20 3 4 5 O\
o 10
Lenoeud 1 est de degré 4, car il a4 enfants | Lenoeud 5 nayant qu'un enfant son degré est 1.
Le noeud 8 est dedegré 2 car il a2 enfants.

Remarquons
gue lorsgu'un arbre atous ses noeuds de degré 1, on le nomme arbre dégénéré et que c'est
en fait uneliste.

le pluslong dans I'arbre.; on dit aussi profondeur de

|:| D Hauteur d'un arbre Par définition c'est le nombre de noeuds du chemin
|'arbre.
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Lahauteur h d'un arbre correspond donc au nombre maximum de niveaux :

Hauteur d'un arbre h (Arbre) =max {h (X)/ " X, X noeud deArbre}
S Arbre= /A alors h(Arbre)=0

La hauteur de I'arbre ci-dessous :

niveau O

1

|
2 3 4 5 hiveau 1
7] 7

m__

niveau 2

¥ 10 hiveau 3
hauteur (arbre 1= 4

Degréd'un arbre de sesneeuds::

Le degré d'un arbre est égal au plus grand des degrés
|:| D d°(Arbre) =max{d°(X )/ " X, X noeud deArbre}

Soit arépertorier dans |'arbre ci-dessous le degré de chacun des noeuds :

1

/ ‘\\ d°(1) =4 d°(2)

73y e 90T
N

d°(5) =1 d°(6)
d°(7) =0 d°(8)

/A\dw)Oﬂm

Lavaleur maximale est 4, donc cet arbre est de degré 4.

”I\)OI\)O

On appelle taille d'un arbre le nombre total de noeuds
HD Tailled'un arbre de cet arbre:

taille( <r ,fg,fd >) = 1+ taille( fg) + taille( fd )

1
L'arbre ci-contre a pour taille 10
(car il 210 noeuds)
2 3 4 |5

N
.

5

8
VAN
g o
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1.2 Exemples et implémentation d'arbre

Lesstructures de données arborescentes permettent de représenter de nombreux problemes,
Nous Proposons ci-apres quelques exemples d'utilisations d'arbres dans des contextes
différents.

[ ]
Arbrededérivation d'un mot dans
unegrammaire

Exemple- 1
arbre d'analyse
Soit la grammaire G : VN = {S}
VT-: {( ’ )}
Axiome : S
Regl es
1:S® (S9)S
2: S®e

Le langage L (G,) se dénomme langage des parenthéses bien formées.

Soit lemot (()) de G, voici un arbre de dérivation de (( )) dans G, :

Exemple- 2
arbre abstrait

Soit lagrammaire Gexp :
Gyp = (VWn Vr, Axi onre, Régl es)
Vi ={0 ..., 9 +-, 1/, * ),
W={ akxpr A aNor i 4Ce A & Qper f}
Axi one : & Expr i
Regl es :
1 :4Expr Ai® a Nor | (&4Expr f)| & Expr fa Oper fa Expr f
2 :ANor i@ aCe | aCte fa Nor A
3:4Ctefi®0 | 1]...] 9
4 ;aQper A®+ | - | * | [/

soit : 327 - 8 un mot de L (Gexp)

Soit son arbre de dérivation dans Gey :
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< Expr>»

T

< Expr > < oper>» < Expr »
AN |
< Nbr > < Nbr >
TN |
< Cte > < Nbr >
ﬂ\\ € Cte »
< Cte > < MNbr >
[
< Cte »
3 2 7 - 8

L’ arbre obtenu ci-dessous en grisé a partir de |’ arbre de dérivation s appelle I arbre abstrait du
mot " 327-8" :

< Expr}\-\\_\—\
< Expr » < oper > < Expr >

_ N | |
HD Arbre abstrait <N|hr}
< Cte >

< Nbr >

< Cte »

On note ainsi cet arbre abstrait :
327 3

Voici d'autres abres abstraits d'expressions arithmétiques :

Arbresabstraits +\ / \
I >/ NS *\b G/ \,
g expri2+5*: d/ \e

expr = a*b + c-(d+e)

> Arbre lexicogr aphique <

Rangement de mots par ordre lexical (alphabétique)
Soient les mots BON, BONJOUR, BORD, BOND, BOREALE, BIEN, il est possible de les

ranger ains dans une structure d'arbre :
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.
Arbre ‘IT mD [|:'
lexicographique O m .
I

g — =

-z

Arbred'héritage en Delphi | <

TOhject
Exception ClasseMere TPersistent
Tcomponent
ClasseFille
Tcontrol

=

Arbre derecherche

—

Voici atitre d'exemple que nous étudierons plus loin en détail, un arbre dont les noeuds sont
de degré 2 au plus et qui est tel que pour chague noeud la valeur de son enfant de gauche lui
est inférieure ou égale, lavaleur de son enfant de droite lui est strictement supérieure.

Ci-aprés un tel arbre ayant comme racine 30 et stockant des entiers selon cette répartition :
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|:| |:| Arbrederecherche

{/16 /29 {/52 ;
" ‘.\4: -
9 26 48 60
N
28

2 Lesarbresbinaires

Un arbre binair e est un arbre de degré 2 (dont les noeuds sont de degré 2 au plus).
L'arbre abstrait de I'expression a*b + c-(d+e) est un arbre binaire :

RN
e NS N,
b ¢ /\
Vocabulaire:

L es descendants (enfants) d'un noeud sont lus de gauche a droite et sont appelés
respectivement fils gauche (descendant gauche) et filsdroit (descendant droit) de ce noeud.

/ ) \
b c
fils gauche fils droit
Les arbres binaires sont utilisés dans de trés nombreuses activités informatiques et comme
nous l'avons déjasignalé il est toujours possible de reprrésenter un arbre général (de degré 2)
par un arbre binaire en opérant une "binarisation".

Nous allons donc étudier dans la suite, le comportement de cette structure de donnée
récursive.

2.1 TAD d'arbre binaire

Afin d'assurer une cohérence avec les autres structures de données déja vues (liste, pile, file)
nous proposons de décrire une abstraction d'un arbre binaire avec un TAD. Soit la signature
du TAD darbre binaire :
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TAD Ar br eBi n
utilise : Ty, Noeud, Bool eens

opérations :
£ : ® ArbreBin

Racine : ArbreBin ® Noeud

filsG: ArbreBin ® ArbreBin

filsD: ArbreBin ® ArbreBin

Constr : Noeud x ArbreBin x ArbreBin ® ArbreBin
Est Vide : ArbreBin ® Bool eens

Info : Noeud ® T,

préconditions :

Raci ne(Arb) def ssi Arb t A
filsGArb) def ssi Arb ' £
filsD(Arb) def ssi Arb ! A

axi ones :
"rac 1 Noeud , "fg 1 ArbreBin, "fd 1 ArbreBin
Raci ne(Constr(rac,fg,fd)) = rac
fils Constr(rac,fg,fd)) =fg
filsD(Constr(rac,fg,fd)) = fd

Info(rac) 1T,

Fi nTAD- ArbreBin

a Toed letype des données rangées dans |'arbre.

aq L'opérateur filsG( ) renvoie le sous-arbre gauche de I'arbre binaire, I'opérateur filsD( )
renvoie le sous-arbre droit de I'arbre binaire, I'opérateur Info( ) permet de socker des

informations de type T, dans chague noeud de I'arbre binaire.

Nous noterons <rac, fg, fd > avec conventions implicites un arbre binaire dessiné ci-

dessous :
rac
HD <rac, fg, fd > N
fa fd
Exemple, soit I'arbre binaire A : L es sous-arbres gauche et droit de I'arbre A :

N
SIVANEVAN
j / \e sous-arbre gauche

filsG(A)=<*,a,b>
filsD(A)=<-,c,<+,d,e >>

C
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2.2 Exemples et implémentation d'arbre binaire éiqueté

Nous proposons de représenter un arbre binaire éiqueté selon deux spécifications
différentes classiques :

1°) Une implantation fondée sur une structure de tableau en allocation de mémoire statique,
nécessitant de connaitre au préalable le nombre maximal de noeuds de I'arbre (ou encore sa
taille).

2°) Une implantation fondée sur une structure d'all ocation de mémoire dynamique
implémentée soit par des pointeurs (variables dynamiques) soit par des références (objets) .

Q)

D Implantation dans un tableau statique

Spécification concréte

Un noeud est une structure statique contenant 3 éléments :
I'information du noeud
le filsgauche
le fils droit

Pour un arbre binaire de taille = n, chaque noeud del'arbre binaire et stocké dans une

cellule d'un tableau de dimension 1 an cellules. Donc chague noeud est repéré dans le

tableau par un indice (celui de la cellule le contenant).

L e champ fils gauche du noeud sera l'indice de la cellule contenant |e descendant gauche, et le

champ fils droit vaudral'indice de la cellule contenant le descendant droit.

Exemple a
SN

b c

4 7N

Soit I'arbre binaire ci-contre :

Selon I'implantation choisie, par hypothése de départ, laracine <a, versb, vers c >est
contenue dans lacellule d'indice 2 du tableau, les autres noeuds sont sUpposés étre rangés
danslescellules 1, 3,4,5:

Nous avons: l l

2 3 5] TR
racine = table{ 2] E— I
table[1] =<d,0,0> d a e b c
table[2] =<a,4,5>
table[3] =<e,0,0> o 4 m 0 0 1 =&
table[4] =<b,0,0>
tablef5] =<c,1,3> 0 58 | 0O 0

1 2 3
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Explications :

table[2] =< a, 4, 5 >signifie que le fils gauche de ce noeud est dans table]4] et son fils droit dans table] 5]
table[5] =< ¢, 1, 3>signifie que le fils gauche de ce noeud est dans table] 1] et son fils droit dans table[ 3]
tableg[1] =< d, 0, 0> signifie que ce noeud est une feuille

...etc

D I mplantation dynamique avec une classe

Spécification concréte

Le noeud est un objet contenant 3 éléments dont 2 sont eux-mémes des objets de noeud :
I'information du noeud
une référence vers le fils gauche
une référence vers le fils droit

Exemple
4
7N
b c
d/ Ne

Soit I'arbre binaire ci-contre :

Selon I'implantation choisie, par hypothése de départ, le premier objet appelé racine de I’ arbre
est<a,ref vershb, ref versc>

a0
Nousavons: »
x:«'—l
racine® < a, ref versb, ref versc > h—“ I
ref versb® < b, null, null > [ :
ref varsc® < a ref versd, ref verse > [ ]

ref versd ® <d, null, null >

.
K w -
ref varse® < e, null, null > d e
u ]
u []

e . _ A )
Spécification d'implantation en ! ~~‘~‘§
Nous livrons ci-dessous une écriture de la signature et I'implémentation minimale d'une classe
d'arbre binaire nommée ArbreBin en C# :

interface |ArbreBin<T 0>
TOInfo{ oget; st }
}
class ArbreBin<TO> : |ArbreBin<T0>

private TO InfoL oc;
private ArbreBin<T0> fg;

Livret 8 : Les arbres binaires et leurs parcours - (rév.07.12.2005) page 13



private ArbreBin<T0> fd;

public ArbreBin(TO s) : this () {
InfoLoc =s;

}
public ArbreBin ()

{
InfoLoc = defaul t(TO);

fg = default(ArbreBin<T0>);
fd = default(ArbreBin<T0>);

}
public TO Info
{

get { returnInfoLoc; }
sat { InfoLoc =value; }

}

public ArbreBin<T0> filsG

{
get { returnthisfg; }
set { fg=new ArbreBin<TO>(value.Info); }

}
public ArbreBin<T0> filsD

{
get { return thisfd; }

{
st { fd =new ArbreBin<TO0>(value.Info); }
}

}

2.3 Arbres binaires de recherche

Nous avons étudié prédédement des algorithmes de recherche en table, en particulier
la recherche dichotomique dans une table triée dont la recherche seffectue en
O(log(n)) comparaisons.

Toutefois lorsgue le nombre des éléments varie (ajout ou suppression) ces gouts ou
suppressions peuvent nécessiter des temps en O(n).

En utilisant une liste chainée qui approche bien la structure dynamique (plus
gourmande en mémoire qu'un tableau) on aura en moyenne des temps de suppression
ou de recherche au pire de l'ordre de O(n). L'ajout en fin de liste ou en début de liste
demandant un temps constant noté O(1).

Les arbres binaires de recherche sont un bon compromis pour un temps équilibr € entre ajout,
suppression et recherche.

Un arbre binaire de recherche satisfait aux critéres suivants :

L'ensembl e des étiquettes est totalement ordonné.

Une étiquette est dénommée clef.

Les clefs de tous les noeuds du sous-arbre gauche d'un noeud X,
sont inférieures ou égales alaclef de X.

Les clefs de tous les noeuds du sous-arbre droit d'un noeud X, sont
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supérieures alaclef de X.

Nous avons déja vu plus haut un arbre binaire de recherche :

. 30 R
25\/ \41
X
18 29 52

Prenons par exemple le noeud (25) son sous-arbre droit est bien composé de noeuds dont les
clefs sont supérieures a 25 : (29,26,28). Le sous-arbre gauche du noeud (25) est bien composé

de noeuds dont les clefs sont inférieuresa 25 : (18,9).

On appelle arbre binaire dégénéré un arbre binaire dont le degré = 1, ci-dessous 2 arbres
binaires de recherche dégénérés :

I

30

-'~</

25 5
Arbresbinaires \
dégénérés

29
s
26

X

26

30

»
S

60

Nous remarquons dans les deux cas que nous avons affaire a une liste chainée donc le nombre
d'opération pour la suppression ou la recherche est au pire de I'ordre de O(n).

Il faudra donc utiliser une catégorie spéciale d'arbres binaires qui restent équilibrés (leurs
feuilles sont sur 2 niveaux au plus) pour assurer une recherche au pire en O(log(n)).

2.4 Arbres binaires partiellement ordonnés (tas)

Nous avons déja évogué la notion d'arbre parfait lors de I'étude du tri par tas, nous

récapitulons ici les ééments essentiels le lecteur

HD Arbre parfait

c'est un arbre binaire dont tous les noeuds de chague
niveau sont présents sauf éventuellement au dernier
niveau ou il peut manquer des noeuds (noeuds terminaux
= feuilles), dans ce cas I'arbre parfait est un arbre binaire
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incomplet et les feuilles du dernier niveau doivent étre
regroupées a partir de la gauche de l'arbre.

Arbre parfait
complet

parfait complet : le dernier niveau est complet car il contient tous les enfants

un arbre parfait peut étreincomplet lorsque le dernier niveau de I'arbre est incomplet (dans
le cas ou manquent desfeuilles a la droite du dernier niveau, les feuilles sont regroupées a
gauche)

Arbre parfait
incomplet

parfait incomplet: le dernier niveau est incomplet car il manque 3 enfants ala droite

Exempled'arbrenon parfait :

(non parfait : lesfeuilles ne sont pas regroupées a gauche)
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Autre exempled'arbre non parfait :

(non parfait : lesfeuilles sont bien regroupées a gauche, mais il manque 1 enfant a l'avant dernier niveau )
Un arbre binaire parfait se représente classiquement dans un tableau :

Les noeuds de I'arbre sont dans les cellules du tableau, il n'y a pas d'autre information dans
une cellule du tableau, I'acces a la topologie arborescente est simulée a travers un calcul
d'indice permettant de parcourir les cellules du tableau selon un certain ‘ordre' de
numeérotation correspondant en fait a un parcours hiérarchique de I'arbre. En effet ce sont
les numéros de ce parcours qui servent d'indice aux cellules du tableau nommét ci-dessous :

fd
d o —
Arbrebinaire parfait i [ ¥ [ ]
complet dansun [ 4+ N [ *S
tableau | | [ ]
Iz £
til) | t2) | ¢z | B

Si t est cetableau, nous avons les régles suivantes :

1] t[1]est|araci>

t[2%i+1]

t[i div 2] est le pére det[i] pouri>1 t[2*i] ett[2* i + 1] sont les deux fils, Sils existent, det[i]
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S p est lenombredenoeudsdel'arbre et si 2 * i = p, t[i] n'aqu'un fils, t[p].
S i est supérieur ap div 2, tfi] est une feuille.

Exemple de rangement d'un tel arbre dans un tableau
(on afiguré I'indice de numérotation hiérarchique de chague noeud dans |e rectangle associé au noeud)

~ G
/q /5\
* ‘

Cet arbre sera stocké dans un tableau en disposant séquentiellement et de fagon contigtie les
noeuds selon la numérotation hiérarchique (I'index de la cellule = le numéro hiérarchique du
noeud).

Dans cette disposition le passage d'un noeud de numéro k (indice dans le tableau) vers son
fils gauche s'effectue par calcul d'indice, le fils gauche se trouvera dans la cellule d'index 2*k
du tableau, son fils droit se trouvant dans la cellule dindex 2*k + 1 du tableau. Ci-dessous
I'arbre précédent est stocké dans un tableau : le noeud d'indice hiérarchique 1 (laracine) dans
lacellule dindex 1, le noeud d'indice hiérarchique 2 dans la cellule d'index 2, etc...

Le nombre qui figure dans la cellule (nombre qui vaut I'index de la cellule = le numéro
hiérarchique du noeud) n'est mis la qu'a titre pédagogique afin de bien comprendre le
mécanisme.

RHE

On voit par exemple, que par calcul on abien le fils gauche du noeud d'indice 2 est dans la
cellule dindex 2*2 = 4 et son fils droit se trouve dans la cellule dindex 22+1 =5 ...

Gl

-
5 LI
o

L
N

Exemple d'un arbre parfait étiqueté avec des caractéres:

/\
/\/

arbre par falt parcours hiérarchique
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/\ alblc|d|e|f

1 2 3 4 5 @&
/ 2\ / . rangement de l'arbre

dans un tableau

4 5 6
numeérotation hiérarchique

4=-2*2

Soit le noeud 'b' de numéro hiérarchique 2 1
(donc rangé dans la cellule de rang 2 du a c ld
tableau), son fils gauche est 'd', son fils droit
eq'e.

C'est un arbre étiqueté dont les val eurs des noeuds
|:| D Arbre partiellement appartiennent & un ensemble muni d'une relation
ordonné d'ordretotal (les nombres entiers, réels etc... en sont des
exemples) tel que pour un noeud donné tous ses fils ont
une valeur supérieure ou égale a celle deleur pére.

Exemple de deux arbres partiellement ordonnés

sur I'ensemble { 20,27,29,30,32,38,45,45,50,51,67,85} d'entiers naturels :

Arbre partiellement
ordonné n°1

Arbre partiellement
ordonné n°2

Nous remarquons que la racine d'un tel arbre est toujours|'éément del'ensemble
possedant la valeur minimum (le plus petit élément de I'ensemble), car la valeur de ce noeud
par construction est inférieure a celle de sesfils et par transitivité de larelation d'ordre a celles
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de ses descendants c'est le minimum. Si donc nous arrivons a ranger une liste d'édéments dans
un tel arbre le minimum de cette liste est ateignable immédiatement comme racine de l'arbre.
En reprenant I'exemple précédent sur 3 niveaux : (entre parenthéses le numéro hiérarchigque du noeud)

0
20
2)
4y, I\m) 6, ()

Voici réellement ce qui est stocké dans le tableau : (entre parenthéses I'index de la cellule contenant le

noeud)
3 ‘

™. (3)

22

(3)

H_[L Letas >
On appelle tas un tableau représentant un arbre parfait partiellement ordonné.

L'intérét d'utiliser un arbre parfait complet ou incomplet réside dans le fait que le tableau
est toujours compacté, les cellules vides sil y en a se situent ala fin du tableau.

Le fait d'étre partiellement ordonné sur les valeurs permet d'avoir immediatement un
extremum alaracine.

2.5 Parcoursd'un arbre binaire

Objectif : les arbres sont des structures de données. Les informations sont contenues dans les
noeuds de I'arbre, afin de construire des algorithmes effectuant des opérations sur ces
informations (ajout, suppression, modification,...) il nous faut pouvoir examiner tous les
noeuds d'un arbre. Examinons les différents moyens de parcourir ou de traverser chagque
noeud de l'arbre et d'appliquer un traitement a la donnée rattachée a chague noeud.

B Parcoursd'un arbre ﬁ1|

L'opération qui consiste aretrouver systématiqguement tous les noeuds d'un
arbre et d'y appliguer un méme traitement se dénomme par cours de l'arbre.
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D Par cour s en largeur ou hiérarchique

Un algorithme classique consiste a explorer chague noeud d'un niveau donné de
gauche a droite, puis de passer au niveau suivant. On dénomme cette Sratégie
le parcours en largeur de |'arbre.

B Par cour s en profondeur

Lastratégie consiste a descendre le plus profondément soit jusgu'aux feuilles

/////

I'algorithme "remonte" au noeud plus haut dont les feuilles n‘ont pas encore été
visitées.

Notons que ce parcours peut seffectuer systématiquement en commencant par le
fils gauche, puis en examinant le fils droit ou bien I'inverse.

B Par cour s en profondeur par la gauche

Traditionnellement c'est I'exploration fils gauche, puis ensuite fils droit qui est
retenue on dit alors que I'on traverse I'arbre en "profondeur par la gauche".

Schémas montrant le principe du parcours exhaustif en "profondeur par la gauche" :

Soit I'arbre binaire suivant: Appliquons la méthode de parcours proposée :
L
/ \/.\
‘/ \

SN TN

Livret 8 : Les arbres binaires et leurs parcours - (rév.07.12.2005) page 21




Chaque noeud a bhien été examiné selon les principes du parcours en profondeur :
T L L

"\, //g ,/l&

descendre vers examiner le remonter aprés
le fils gauche fils droit examen des 2 fils

En fait pour ne pas surcharger les schémas arborescents, nous omettons de dessiner a la fin de
chague noeud de type feuille les deux noeuds enfants vides qui permettent de reconnaitre que

le parent est unefeuille:
./ L)

A\ O

® = arbre vide

Lorsque la compréhension nécessitera leur dessin nous conseillons au lecteur de faire figurer
explicitement dans son schéma arborescent les noeuds vides au bout de chaque feuille.

Nous proposons maintenant, de donner une description en langage algorithmique LDFA
du parcoursen profondeur d'un arbre binaire sous forme récursive.

&

Algorithme général récursif de parcours
en profondeur par la gauche

parcourir (Arbre)

s Arbret A& dors
Traiter-1 (info(Arbre.Racine)) ;
parcourir (ArbrefilsG);
Traiter-2 (info(Arbre.Racine)) ;
parcourir ( ArbrefilsD) ;
Traiter-3 (info(Arbre.Racine)) ;

Fs

Lesdifférents traitements Traiter-1 , Traiter-2 et Traiter-3 consistent atraiter I'information
située dans le noeud actuellement traversé soit lorsque I'on descend vers le fils gauche (
Traiter-1), soit en allant examiner lefilsdroit ( Traiter-2 ), soit lors de laremonté apres
examen des 2 fils ( Traiter-3).

En fait on n'utilise en pratique que trois variantes de cet algorithme, celles qui constituent des
parcours ordonnés de |'arbre en fonction de I'application du traitement de I'information située
aux noeuds. Chacun de ces 3 parcours définissent un ordre implicite (préfixé, infixé, postfixé)
sur I'affichage et le traitement des données contenues dans I'arbre.
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Algorithme de parcoursen pré-ordre:

parcourir (Arbre)

s Arbre! / dors
Traiter-1 (info(Arbre.Racine)) ; m’iﬁ A\
parcourir (ArbrefilsG); 4 \
parcourir (ArbrefilsD) ;

Fs

peiiic

Algorithme de parcours en post-ordre:

parcourir (Arbre)

s Arbre! / dors walbos
parcourir (ArbrefilsG); v v Q
parcourir (ArbrefilsD) ; \‘
Traiter-3 (info(Arbre.Racine)) ;

Fs

I.!'\\\. \.M;“\

Algorithme de parcours en ordre symétrique :

parcourir (Arbre)

s Arbre * A dors aboa
parcourir (ArbrefilsG) ; '\
Traiter-2 (info(Arbre.Racine)) ; QQ

parcourir (ArbrefilsD) ;
Fs

S \\\\\\é

[llustration pratique d'un parcours général en profondeur

Le lecteur trouvera plus loin des exemples de parcours selon I'un des 3 ordres infixé, préfixé,
général avec les 3 traitements.

postfixé, nous proposonsici un exemple didactique de parcours

Nous alons voir comment utiliser une telle structure arborescente afin de restituer du texte

algorithmique linéaire en effectuant un parcours en profondeur.

Voici ce que nous donne une analyse descendante du probléme de résolution de I'équation du

second degré (nous avons fait figurer uniquement la branche gauche de I'arbre de

programmation) :
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-~ Arbre de programmation structuré descendant : Equation du se

Niveau 0
$i A=0 aloxs imh;jm E;ﬁmlﬂlm
Niveau 1 /\

/
m Type 1| | Sinen nﬁ-—mc;n- l_
Niveau 2

IE:I. C=0 aloxs ] ecrire (R est sol) I Sinon I ecrire (pas de zol) I Fai

Niveau 3

Ci-dessous une représentation schématique de la branche gauche de I'arbre de programmati on précédent :

E=0 4
Atﬁhutn‘? it ors *Smnl

attribuat n°1
e B2 N Eq“ﬂmrﬂ
- P
R 21 B= I:Ialcursl— —| 10t Tﬂ
attribut 12 Xl'_ C[ZXIEB
BCrite !

81 C=0 alu:urs|— Jsinon .—T-
|ecrj_re(:R est zal) | ectite(pas de s-:qu|

Nous avons éabli un modéle d'arbre (binaire ici) ou les informations au noeud sont au
nombre de 3 (nous les nommerons attribut n°1, attribut N°2 et attribut n°3). Chaque attribut est
une chaine de caracteres, vide sil y alieu.

Nous noterons ainsi un attribut contenant une chaine vide : A&

Traitement des attributs pour produire le texte

traitement-1
attribuat 0”1

contenu de I'Attribut n°1 :

‘ S Attribut n°1 non vide alors
ecrire( Attribut n°1)

/N Fs

Traiter-1 (Arbre.Racine.Attribut n°1) consiste a écrire le
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traitement-2 : . : o
&tm?:zoz Traiter-2 (Arbre.Racine.Attribut n°2) consiste a écrire le

contenu de I'Attribut n°2 :

L
‘ s Attribut n°2 non vide alors
ecrire( Attribut n°2)

N Fs

traitement-3
attribuat 03

Traiter-3 (Arbre.Racine.Attribut n°3) consiste a écrire le
contenu de I'Attribut n°3:

L
‘ s Attribut n°3 non vide alors
/ \ ecrire( Attribut n°3)
- L]

Fs

Parcours en profondeur de ' arbre de programmation de I'équation du second degré :

/

| Equmm; S Art_)re L a!ors o
7 Traiter-1 (Attribut n°1) ;
150 alors e : parcourir ( ArbrefilsG);
r& Traiter-2 (Attribut n°2) ;

parcourir (ArbrefilsD) ;

parcourir (Arbre)

500 alors- Wl ._Tﬁ I:T_raiter—C% (Attribut n°3) ;
FE S
l ECﬂ.‘t’E.'I:R eat 2al) lv| ecrirefpas de su:qu|
f.—'
A
) si A=0 alors
A\ Bt si B=0 alors
A““‘"’\ / \ s C=0alors
|51 &=0 alors e sinon| _ecrlre(R est SO|)
; sinon
Equat:u:unE [E
. A
51550 ﬂDfSTm [F¢-{Fsi] ecrire(pas de sol)
& X1=C/B; Fs
Eemreny e e et T \
,—T—‘ [ \ PN
ecrite(F est sol) | ectire(pas de 5'3'I:]| A "\
X1=-C/B;
ecrire(X1);
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s Arbre * /A dors
Traiter-1 (Attribut n°1) ;

RN

parcourir (ArbrefilsG);

Traiter-2 (Attribut n°2) ;

parcourir (ArbrefilsD) ;

Traiter-3 (Attribut n°3) ;
Fs

Fsi
sinon
£
£
Equation2
Fsi
£

Rappelons que le symbole A représente la chaine vide il est uniguement mis dans le texe dans
le but de permettre le suivi du parcours de l'arbre.

Pour bien comprendre le parcours aux feuilles de I'arbre précédent, nous avons fait figurer ci-
dessous sur un exemple, les noeuds vides de chaque feuille et le par cour s complet associé :

Albire

=i B=0 alors I—;/—Ismnn

[5i =0 alors|- ¢ ]sinon

oy YT

51 B= alors ;—lﬁun
]

(

T

si C=0 alors| sinon
ectite(R est sol)

| ectire(pas de su:qul

PN

= arbre vide

O\

AN

|ecri:re(_pas de su:qu|

ectite(T est su:qul

Le parcours partiel ci-haut produit le texte algorithmique suivant (le symbole A est encore
écrit pour la compréhension de latraversée) :

~~

a1 B=( al-:urs|—

P

—|sinu:un

aiio=0 alu:urs|—0 gitiot

ectite(T est su:qul

= arbre vide

A (RN

D

.

si B=0 alors
siC=0adlors
ecrire(R est sol)
sinon
A

O-| Fai

N

|ecri:re(_pas de su:qu|

s
ecrire(pas de sol)
Fsi

sinon
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Exercice
dg-e-]

Soit I'arbre ci-contre possédant 2 attributs par
noeuds (un symbole de type caractere) h-ee me—

On propose le traitement en profondeur de I'arbre comme suit : Réponse :
L'attribut de gauche est écrit en descendant, I'attribut de droite est
écrit en remontant, il n'y a pas d'attribut ni de traitement lors de
I'examen du fils droit en venant du fils gauche.
écrire la chaline de caractére obtenue par le parcours aing défini.

abcdfghjkiemnogrsuvtpl

Terminons cette revue des descriptions algorithmiques des différents parcours
classiques d'arbre binaire avec le parcoursen largeur (Cet algorithme nécessite I'utilisation d'une
file du type Fifo dans laquelle I'on stocke les neeuds).

Algorithme de parcours en lar geur

Largeur (Arbre)

S Arbret A dors
gjouter racine de I'Arbre dans Fifo;
tantque Fifo: Afaire
prendre premier de Fifo;
traiter premier de Fifo;
gjouter filsG de premier de Fifo dans Fifo;
gjouter filsD de premier de Fifo dans Fifo;
ftant
Fs

2.6 Insertion, suppression, recherche dansun arbre binaire de recherche

@

, Algorithmed’insertion dans un arbre
binaire de recherche

- placer I'éément Elt dans|'arbre Arbre par adjonctions successives aux feuilles
placer ( ArbreElt)

s Arbre= Aalors
creer un nouveau noeud contenant Elt ;
Arbre.Racine = ce nouveau noeud
sinon
{ - tous les éléments "info" de tous les noeuds du sous-arbre de gauche

Livret 8 : Les arbres binaires et leurs parcours - (rév.07.12.2005) page 27




sont inférieurs ou égaux a |'éément "info" du noeud en cours (arbre)

- tous les déments "info" de tous les noeuds du sous-arbre de droite
sont supérieurs al'éément "info" du noeud en cours (arbre)
}

siclef (Elt) £ clef (Arbre.Racine) alors
placer ( ArbrefilsG Elt)
sinon
placer ( ArbrefilsD Elt)
Fs

Soit par exemple la liste de caractéres alphabétiques: ed f a cb u w, que nous rangeons
dans cet ordre d'entrée dans un arbre binaire de recherche. Ci-dessous le suivi de
I'algorithme de placements successifs de chaque caractere de cette liste dans un arbre de
recherche:

I nsertions successives des éléments
placer (racine, '€')
eestlaracinedel'arbre. e
e

placer (racine, 'd")
d < edonc filsgauche de e.
d
e
placer (racine, 'f')
f> edoncfilsdroit dee.
d f
e
/ )
placer (racine, 'a') d \ [

a < edonc a gauche, a < d donc fils gauche de d. /

a
e
N
placer (racine, 'c') d f
¢ < edonc a gauche, ¢ < d donc a gauche, ¢> adonc filsdroit :
dea. -

/
AN

C
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placer (racine, 'b")
b < edonc a gauche, b < d donc a gauche, b > a donc adroite a
de a, b < cdonc fils gauche de c.

placer (racine, 'u')
u> edonc adroite dee, u> f donc fils droit def. a

placer (racine, 'w'")
w> edonc adroitedee, w> f donc adroitede f, w> u donc fils a
droit deu.

b

@

binaire derecherche

~chercher I'élément Elt dans I'arbre Arbre :
Chercher (ArbreElt) : Arbre

S Arbre= Aalors
Afficher Elt non trouvé dans|'arbre;
sinon
siclef (Elt) < clef (Arbre.Racine) alors
Chercher (ArbrefilsG Elt ) //on cherche a gauche
sinon
siclef (Elt) > clef (Arbre.Racine) alors
Chercher (ArbrefilsD Elt ) //on cherche a droite

T Algorithme de recherchedans un arbre

Fs
Fs
Fs

sinon retourner Arbre.Racine //I'éément est dans ce noeud
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Ci-dessous |e suivi de I'algorithme de recherche du caractére b dans I'arbre précédent :

d“/E\f

Chercher (Arbre, b)

e
d/ AN
I
e

a

N

C

/

b
Chercher (ArbrefilsG, D)

d/E\f

Ch=c

’\\/\

Chercher (ArbrefilsG, D)

b=e e
N

Chercher (ArbrefilsG, D)
/ E
d \
Jo=a N
>} \,,

b
Chercher (ArbrefilsD, D)

d/E\f

RN
En
5

retourner Arbre
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@
Algorithme de suppression dansun arbre
binaire de recherche

Afin de pouvoir supprimer un élément dans un arbre binaire de recherche, il est nécessaire de
pouvoir d'abord le localiser, ensuite supprimer le noeud ainsi trouvé et éventuellement
procéder alaréorganisation de I'arbre de recherche.

Nous supposons gque notre arbre binaire de recherche ne possede que des éléments tous
distincts (pas de redondance).

supprimer |'éément Elt dans|'arbre Arbre :

Supprimer (ArbreElt) : Arbre
local Node : Noeud

s Arbre= Aalors
Afficher Elt non trouvé dans|'arbre;
sinon
s clef (Elt) <clef (ArbreRacine) alors
Supprimer (ArbrefilsG Elt) //on cherche a gauche
sinon
s clef (Elt) > clef (Arbre.Racine) alors
Supprimer (ArbrefilsD Elt) //on cherche a droite
sinon //I'élément est dans ce noeud
s ArbrefilsG = Aalors//sous-arbre gauche vide
Arbre- ArbrefilsD //[remplacer arbre par son sous-arbre droit
sinon
s ArbrefilsD = Aalors //sous-arbre droit vide
Arbre— ArbrefilsG //remplacer arbre par son sous-arbre gauche
sinon //le noeud a deux descendants
Node - PlusGrand( ArbrefilsG ); //Node = le max du fils gauche
clef (Arbre.Racine) - clef ( Node); //remplacer etiquette
détruire ( Node ) //on élimine ce noeud
Fs
Fsi
Fs
Fs
Fs

Cet algorithme utilise I’algorithme récursif PlusGrand de recherche du plus grand élément dans|'arbre
Arbre:

/lpar construction il suffit de descendre systématiquement toujoursle plus adroite

PlusGrand ( Arbre) : Arbre
s ArbrefilsD = Aalors
retourner Arbre.Racine//c'est le plus grand élément
sinon
PlusGrand ( Arbre.filsD )
Fs
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